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Preface

우리나라수학교과과정을살펴보면중학교 2학년때일차부등식, 연립일차부등식을학습하고, 고등학교
1학년때중학교에서배운일차부등식을기초로하여이차부등식문제를풀게되고절대부등식단원에서
산술, 기하, 조화평균의대소관계를중심으로코시-슈발츠부등식등간단한절대부등식을다루게된다. 그

리고고등학교 2학년인문,자연계공통으로수학 I에서지수및로그부등식이나오며고등학교 2학년자연계
학생들이배우는수학 II에서는고차부등식과유리,무리부등식을배우게된다.고등학교과정에서학생들이
배우는 부등식은 이와 같으며 특히 절대부등식은 산술, 기하, 조화평균과 코시-슈발츠 부등식을 제외하면
간단한부등식의중명으로단원을마치게된다.여러차례교육과정이바뀌면서도부등식단원은크게영향을

받지않았기때문에학생들이나교사들은그냥있는단원,방정식을배우면그와관련되어따라오는부수적인
단원으로인식되고있다.
하지만중,고등학교수학인증시험이나각종수학경시대회에부등식문제가자주출제되고있으며고등학

교과정에는직접적으로다루지않지만재배열부등식이나곡선의오목,볼록을이용한젠센부등식등다양한
절대부등식들이 다루어지고 있다. 드물지만 두 개의 변수 혹은 세 개의 변수로 이루어진 다변수 부등식도
수학능력시험이나 고등학교 모의고사 등에서 다루어지고 있다. 그리고 객관식 문제와 단답형 문제위주의
수학능력시험과학교시험에맞추어수학을공부하다보니학생들은증명문제가나오거나개념설명이조금만

길어져도집중력을잃고수업을진행할수없을정도로산만해지는경우가많아생각하는시간을갖고끈기
를가지고깊이사고해야하는수학의본질을살리는수업을할수가없다. 그렇다고해서계속다루어지지
않는다면 수학이라는 학문을 하는 의미조차 찾을 수 없을 지도 모른다. 그렇기 때문에 교과서에 나오는 몇

개 안되는 예제 문제만 다루고 나머지 우수한 성적의 몇몇 학생들만 생각해 보도록 하는 방법을 사용하는
수업방식은 많은 문제가 있고, 수업 방법을 개선하기 위한 노력이 필요하다고 생각한다. 다양한 부등식을
증명하고활용하는것은수학의특성인활용성과도구성을발현하는데큰역할을할것이기때문이다.
이자료는고등학교교과과정에서다루는부등식을중심으로같은부등식을대학교에서배우는것과고

등학교에서배우는것이어떻게다른지 –고등학교에서는대학에서배우는일반화된부등식에서변수를 2개
또는 3개정도로줄여서다루고있다 –를비교해보고증명하는방법을다양하게해봄으로서학생들의사고의
폭을넓게하고, 교사들도부등식단원에대하여다시한번공부할수있는계기를마련하고자했다. 수열단
원의수학적귀납법에등장하는베르누이부등식, 부등식단원에나오는산술, 기하, 조화평균의대소관계,

코시-슈발츠부등식등은고등학교교과과정에많이다루는절대부등식이므로여러가지증명방법과예제를
제시하였다. 그리고그외의절대부등식들즉, 재배열부등식, 젠센 부등식, 휠더 부등식등은교과과정에는
나오지않지만문제의한조건이나보기로나와문제풀이를할때간접적으로사용되므로참고할수있도록

몇가지를다루었다.그리고수학자의이름이붙은부등식의경우그수학자에관한간단한설명을붙임으로서
수업을이끌어가는교사가활용할수있게하고자했다.또한부등식의증명과더불어부등식을활용한다양한
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문제를통하여결과만을외워서문제에사용하는것이외에주어진부등식을논리적으로체계적으로증명할
수있는시간을마련하고자했다.
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제 1장

들어가기

부등식은 수학의 여러 분야에서 필수적인 도구이다. 부등식의 여러가지 해석으로 얻을 수 있는 수̇의̇ 정̇

렬̇(Orderings of numbers)은다양한이론및실질적인분야에서그응용을확인할수있다. 그러므로학교
과정에서는절대부등식을포함한부등식과선형 (linear)부등식및 2차부등식에대하여많은관심을가져야
한다.

1.1 Definition of Notations

우선 부등식에 대한 여러가지 정리와 예제등을 공부하기에 앞서 이 책에서 사용하는 수학적 기호를 먼저

정리하도록하자.
기호의 정리는앞으로배우게될매우복접한수학적기호에대한혼동을피하고자마련하였으므로, 각

기호에대한정확한표현과이해를하길바란다.
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제 1장 들어가기

표 1.1: Definition of Notations

�
n∑

k=1

ak =
∑

ak �
n∏

k=1

ak =
∏

ak

� a+ b+ c =
∑
cyc

a � ab+ bc+ ca =
∑
cyc

ab

� a2b+ b2c+ c2a =
∑
cyc

a2b � ab+ ba =
∑
sym

ab

� a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2 =
∑
sym

a2b � a2

b
+

b2

a
+

b2

c
+

c2

b
+

c2

a
+

a2

c
=
∑
sym

a2

b

� n! = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 �
(
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!

� (a+ b)n =
n∑

r=1

(
n

r

)
an−rbr

� R : The set of real numbers � Q : The set of rational numbers
� R+ : The set of positive real numbers � Z : The set of integers
� R0+ : The set of non-negative real numbers � N : The set of natural numbers
� R− : The set of negative real numbers
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제 2장

부등식의기본정리

여러분들은이미저학년 (초등, 중등)때 1, 2, 3, · · · 와같은자연수에대하여생각할때, 어떤수가다른어떤

수보다크̇다̇혹은작̇다̇ 는것을알고있다.이것은명백히우리가첫번째수에다른수를더하거나빼는방법을
배우기 전에 이미 알고 있었던 내용일 것이고, 나중에 a 는 b 보다 크다는 것은 두 수의 차 a − b 의 부호에
따라서 그 크기의 대소에 대하여 정확히 알게 된다. 이제 우리는 1, 2, 3, · · · 와 같은 수들의 모임을 원래 수
(자연수)에대하여반대가되는수들 (음의자연수)로확대하여인식의확장을확장시키고자한다.따라서이

장에서는정수를 0 과양수및음수로나누어지는것에기초하여부등식의필수이론을구축하고자한다.

2.1 부호에따른실수의분류

Definition 2.1.1. 0 이아닌모든실수는양수(positive)또는음수(negative)로나눌수있으므로모든실수의
집합 R 은다음과같은세집합으로나누어진다. :1)

양의실수집합 (=R+), {0}, 음이실수집합 (=R−)

이세집합 (R+, {0} , R−)으로나누어진실수들에대하여다음과같은규칙들로서산술적연산 (Arithmetic

Operation)2)을하기로한다.

① a, b ∈ R =⇒ a+ b ∈ R,

② a, b ∈ R =⇒ ab ∈ R,

③ a ∈ R+, b ∈ R− =⇒ ab ∈ R−,

④ a ∈ R− ⇐⇒ (−a) ∈ R+, a ∈ R+ ⇐⇒ (−a) ∈ R−, (단, a ̸= 0)

⑤ a ∈ R+ ⇐⇒ 1

a
∈ R−, a ∈ R+ ⇐⇒ 1

a
∈ R−,

1)실수 x /∈ R− 일때, x 를음이아닌실수라하고, R0+(R0+ = R+ ∪ {0})로나타내자.
2)산술적연산이라함은사칙연산과더불어지수법칙연산을말한다.

3



제 2장 부등식의기본정리

⑥ a ∈ R ⇐⇒ 0× a = {0},

⑦ a1, a2, · · · , an ∈ R0+ =⇒ a1 + a2 + · · · + an =
∑

ai ∈ R0+

이때,
∑

ai = 0 인것과 a1 = a2 = · · · = an = 0 은 서̇로̇ 동̇치̇이다.

Definition 2.1.2. a− b 가 양̇수̇이면 a 가 b 보다크다고하고기호로 a > b 로나타내며,마찬가지로 a− b 가
음̇수̇이면 a 는b 보다작다고하고기호로 a < b 로나타낸다. 즉,

a > b ⇐⇒ (a− b) ∈ R+,

a < b ⇐⇒ (a− b) ∈ R−.
(2.1)

2.2 부등식의여러가지성질

Theorem 2.2.1. 부등식의기본적인여러성질은다음과같다.

(1) 이행성 (Transivility)

• a > b, b > c =⇒ a > c,

• a1 ≥ a2, a2 ≥ a3, · · ·, an−1 ≥ an =⇒ a1 ≥ an.

Proof. a > b, b > c 이므로 (a − b) ∈ R+, (b − c) ∈ R+ 이다. 따라서 (a − b) + (b − c) = a − c ∈ R+

이므로 a > c이다.또한이것을확장한것으로 a1−an = (a1−a2)+(a2−a3)+ · · · +(an−1−an) ∈ R0+

이므로 a1 − an ∈ R0+ 이므로 a1 ≥ an 임을쉽게알수있다.

(2) 수의 덧셈 (Adding a number)

• a > b =⇒ a+ c > b+ c, a− c > b− c,

• a < b =⇒ a+ c < b+ c, a− c < b− c.

Proof. a > b 이므로임의의실수 c 에대하여, (a± b)− (b± c) = a− b ∈ R+ 이다.

즉, a± c > b± c 이다. a < b 일때도같은방법으로증명된다.

(3) 부등식의 덧셈 (Adding a inequalities)

• a > b, c > d =⇒ a+ c > b+ d,

• a1 ≥ b1 a2 ≥ b2, · · ·, an ≥ bn =⇒ a1 + a2 + · · ·;+an ≥ b1 + b2 + · · · + bn

(이때, 등호는 a1 = b1, a2 = b2, · · · , an = bn 일때성립한다.)

4



부등식의여러가지성질

Proof. a > b, c > d 이므로 (2)로부터 a+ c > b+ c, b+ c > b+ d 이고, (1)로부터 a+ c > b+ d 이다.
이것을확장하면

(a1 + a2 + · · · + an)− (b1 + b2 + · · · + bn

= (a1 − b1)︸ ︷︷ ︸
≥0

+(a2 − b2)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ · · · + (an − bn)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0

(4) 수의 곱 (Multiplying by a number)

• a > b, c > 0 =⇒ ac > bc,
a

c
>

b

c
,

• a > b, c < 0 =⇒ ac < bc,
a

c
<

b

c
.

Proof. a > b 이면 (a − b) ∈ R+ 이고, c > 0 인경우에는②에의하여 (a − b)c = ac − bc ∈ R+.따라서
ac > bc 이다.
c < 0 인경우는③에의하여 (a− b)c = ac− bc ∈ R− 이므로 ac < bc 이다. 또한, c 대신 1

c
을대입해도

성립한다는것을쉽게알수있다.

(5) 부등식의 뺄셈 (Subtracting inequalities)

• a > b, c > d =⇒ a− d > b− c,

• a ≥ b, c ≥ d =⇒ a− d ≥ b− c.

(이때, 등호는 a− d = b− c즉, a = b, c = d 일때성립한다.)

Proof. c > d 이므로 −d > −c 이다. 따라서 a > b, −d > −c 이므로 (3)로부터 a+ (−d) > b+ (−c)즉,

a− d > b− c 이다.

(6) 부등식의 곱셈 (Multiplying inequalities)

• a > b > 0, c > d > 0 =⇒ ac > bd,

• a1 ≥ b1 > 0, a2 ≥ b2 > 0, · · ·, an ≥ bn > 0 =⇒ a1a2 · · · an ≥ b1b2 · · · bn
(이때, 등호는 a1 = b1, a2 = b2, · · · , an = bn 일때성립한다.)

Proof. a > b > 0, c > d > 0 이므로 (4)로부터 ac > bc > bd > 0즉, ac > bd 이다.
이것을확장하면 a1 ≥ b1, a2 ≥ b2 이므로같은방법으로 a1a2 ≥ b1a2, b1a2 ≥ b1b2 이므로 a1a2 ≥ b1b2

이다. 이제 n ≥ 3 일 때도 같은 방법을 적용하면 a1a2a3 ≥ b1a2a3, b1a2a3 ≥ b1b2a3, b1b2a3 ≥ b1b2b3

이므로일반적으로 a1a2 · · · an ≥ a1a2 · · · an−1bn ≥ b1b2 · · · bn.

(이때, 등호는 a1 = a2, a2 = b2, · · · an = bn 일때성립한다.)

(7) 부등식의 나눗셈 (Dividing inequalities)

5



제 2장 부등식의기본정리

• a > b > 0, c > d > 0 =⇒
a

d
>

b

c
,

• a ≥ b > 0, c ≥ d > 0 =⇒
a

d
≥

b

c
.

(이때, 등호는 a = b, c = d 일때성립한다.)특히, a = b = 1 일때, c ≥ d > 0 이면 1

d
≥ 1

c
이다.

Proof. a > b > 0, c > d > 0 이므로 (6)로부터 ac > bd 이고, cd > 0 이므로 (4)로부터 ac

cd
>

bd

cd
즉,

a

d
>

b

c
이고, 등호가붙은경우에도같은방법으로증명이됨을쉽게알수있다.

(8) 지수 (Exponetiating)

• a > b > 0 =⇒ am > bm, m
√
a >

m
√
b, (m ≥ 2 인정수)

• a > b > 0, r > 0 =⇒ ar > br , a > b > 0, r < 0 =⇒ ar < br.

Proof. a > b > 0 이므로 (4)을반복적으로적용하면 m ≥ 2 인정수에대하여, am > bm 이성립한다는

것은쉽게알수있다.
이제 a > b > 0 일 때 m ≥ 2 인 정수에 대하여, am ≤ bm 라고 가정하자. (4)을 반복적으로 사용하면(

m
√
a
)m ≤

(
m
√
b
)m
즉, a ≤ b 가되어모순이다. 3)

따라서 a > b > 0 이면m ≥ 2 인정수에대하여, m
√
a >

m
√
b 이성립한다.

r ∈ Q+ 즉, r =
m

n
(m, n ∈ N) 이라면 am > bm 으로부터 n

√
am >

n
√
bm 즉, ar > br 이다.

r < 0 인 경우에는 −r > 0 이므로 (7)로부터 a−r > b−r 즉, 1

ar
>

1

br
이므로 (7)로부터 ar < br 이

성립한다.4)

(9) 부등식의 지수 (Exponentiating inequalities)

• a > b, 0 < c < 1 < d =⇒ ca < cb, da > db.

Proof. 0 < c < 1 < d, r = a− b > 0 이라하자.

(8)로부터 cr < 1r < dr 이므로 ca−b < 1, da−b > 1 이다.여기에 cb 와 db 를곱하면 (4)로부터 ca < cb

이고, da > db 가성립한다.

이상을종합하면다음과같다.

3)
(

m
√
a
)m

=
(
a

1
m

)m
=| a |= a 이다.

4) a−r =
1

ar
이다. 이것을 지̇수̇법̇칙̇이라고하는데, 뒤에서 (***)설명할것이다.
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표 2.1:부등식성질의종합

� a > b, b > c =⇒ a > c � a > b, =⇒ a± c > b± c

� a > b, c > d =⇒ a+ c > b+ d � a > b, c > 0 =⇒ ac > bc,
a

c
>

b

c

� a > b, c < 0 =⇒ ac < bc,
a

c
<

b

c
� a > b, c > d =⇒ a− d > b− c

� a > b > 0, c > d > 0 =⇒ ac > bd,
a

d
>

b

c
� a > b > 0 =⇒ 1

a
>

1

b
� a > b > 0, r > 0 =⇒ ar > br � a > b > 0, r < 0 =⇒ ar < br

� a > b, 0 < c < 1 =⇒ ca > cb � a > b, d > 1 =⇒ da > db
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제 3장

Various Method of Proof for The Inequality

3.1 동치변환

우리는앞으로풀게될 5개의예제문제에대하여고민을시작할것이다. :어떤부등식이명백히참 (true)임을
보일때까지연속적인단계를거쳐그부등식을증명할것이다.그렇게하기위해서는각단계에서사용되는
부등식이동̇치̇(equivalent)가되어야하는것이매우중요하다.앞장에서이러한작업–동치작업 –을위하여

부등식의 양쪽에 동일한 표현을 추가하거나 곱하거나 지수꼴로 바꾸는 등과 같은 작업이 포함된다. 또한
우리가 잊지 말아야 할 것이 부등식 양쪽의 대수적 변환 (algebraic transformations)도 잊지 말아야 한다.
우리가증명해야할원래의부등식에도달할때까지우리는연속적으로동치식의변환을이용하거나, 혹은
그반대방향을선택할수도있을것이다.

Example 3.1.1. 8
√
8! <

9
√
9! 을증명하여라.

Proof.

8
√
8! <

9
√
9! ⇒

(
8
√
8!
)72

<
(

9
√
9!
)72

⇒ (8!)9 = (8!) · (8!)8 < (9!)8 = (9 · 8!)8 = 98 · (8!)8

⇒ 8! < 98.

1 < 9, 2 < 9, · · · 8 < 9 이므로모두곱하면 8! < 89 이다.

Example 3.1.2. a < b < c < d4 일때, 다음중가장큰수를찾아라.

x = (a+ b)(c+ d), y = (a+ c)(b+ d), z = (a+ d)(b+ c)

Solution. y − x = (s+ c)(b+ d)− (a+ b)(c+ d) = (d− a)(c− b) > 0 이고, 같은방법으로하면 z > y 임을
쉽게알수있으므로가장큰수는 z 이다.
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동치변환

Example 3.1.3. a > 1 일때, 다음부등식을증명하여라.

1√
a
<

√
a+ 1−

√
a− 1

Proof.

1√
a
<

√
a+ 1−

√
a− 1

⇐⇒ 1

a
<
(√

a+ 1−
√
a− 1

)2
(∵ a+ 1 > a− 1 > 0이므로

√
a+ 1 >

√
a− 1)

⇐⇒ 2a− 1

a
> 2
√
a2 − 1

(
∵ 2a > 2 > 1 >

1

a

)
⇐⇒ 4a2 − 4 +

1

a2
> 4(a2 − 1)

⇐⇒ 1

a2
> 0

Example 3.1.4. a > b > 0, r > s > 0 일때, 다음부등식을증명하여라.

(as + bs)(ar − br) > (ar + br)(s−bs).

Proof. 양변에 (as+r − bs+r) 을곱하고다시빼면 arbs − asbr > asbr − arbs 즉, 2arbs > 2asbr 을얻는다.

양변을 2asbs 로나누면 ar − s > br − s 인데, a > b 이고, r − s > 0 이므로준식은증명이되었다.

Example 3.1.5. a, b, r, s ∈ R+ 일때, 다음부등식을증명하여라. (단, a ̸= b)

ar+s + br+s > arbs + asbr.

Proof. a ̸= b 라면 LHS −RHS1) = ar(as − bs)− br(as − bs) = (ar − br)(as − bs).

여기서 a, b, r s ∈ R+ 으므로 a > b, a < b에관계없이 (ar−br)와 (as−bs)부호가같으므로LHS−RHS >

0 이다. 따라서 ar+s + br+s > arbs + asbr 이성립한다.

1) LHS : Left-Hand Side, RHS : Right-Hand Side

9
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3.2 Exercises

Exercise 3.2.1. n ≥ 2 인자연수 n 에대하여 Example 1.2.1을일반화하여라. 즉,

n
√
n! < n+1

√
(n+ 1)!

이성립함을보여라.

Exercise 3.2.2. 2700 과 5300 중어느것이더큰수인가?

Exercise 3.2.3. 101997 + 1

101998 + 1
과 101998 + 1

101999 + 1
중어느것이더큰수인가?

Exercise 3.2.4. 다음각부등식을증명하여라.

(1)
√
b > a+

b− a2

2a+ 1
(0 ≤ a <

√
b < a+ 1).

(2) 1√
a
> 2(

√
a+ 1−

√
a) (a > 0).

(3) c+ a√
c2 + a2

>
c+ a√
c2 + b2

(0 < b < a,
√
ab < c).

(4) 12
√
a7 +

12
√
b7 ≥ 3

√
a

4
√
b+ 4

√
a

3
√
b (a, b ∈ R+).

(5) (n!)2 < k!(2n− k)! (n, k ∈ N, n > k).
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3.3 비가역변환

이제우리는원래명백한부등식에서원하는부등식을푸는해결과정에서비가역적인문제를해결할것이다.

예를들어, L ≥ R 와같은부등식을 L = L1 + L2 + · · · + Ln and R = R1 + R2 + · · · + Rn 로분해하여
k = 1, 2, · · · , n 에대하여 Lk ≥ Rk 임을증명하는것으로원래의부등식을증명하는것이다. 이와유사한
방법이앞에서배운성질 (6)부등식의곱셈이다. 우리는아제다음과같은 8문제를생각해본다.

Example 3.3.1. a, b ∈ R+ 일때, 다음부등식을증명하여라.

a+ b

1 + a+ b
<

a

1 + a
+

b

1 + b
.

Proof. LHS =
a+ b

1 + a+ b
=

a

1 + a+ b
+

b

1 + a+ b
<

a

1 + a
+

b

1 + b
= RHS.

Example 3.3.2. 빗변이 c,다른두변의길이가 a, b 인직각삼각형에대하여, 다음부등식을증명하여라.

k > 2인모든정수에대하여, ak + bk < ck.

Proof. 피타고라스정리에의하여, c2 = a2 + b2 이고양변에 ck−2 을곱하면 ck = a2ck−2 + b2ck−2.

a < c, k > 2 이므로 (9)에의하여 ak−2 < ck−2 이므로 ak = a2ak−2 < a2ck−2.

같은방법으로 bk = b2bk−2 < b2ck−2 이므로두식을더하면

LHS = ak + bk < a2ck−2 + b2ck−2 = (a2 + b2)ck−2 = c2ck−2 = ck = RHS.

Example 3.3.3. a > b > 0 n ∈ N 일때, 다음두수 A, B 의대소를비교하여라.

A =
1 + a+ a2 + · · · + an

1 + a+ a2 + · · · + an−1
, B =

1 + b+ b2 + · · · + bn

1 + b+ b2 + · · · + bn−1
.

Solution.

1 + x+ x2 + · · · + xn

1 + x+ x2 + · · · + xn−1
= 1 +

xn

1 + x+ x2 + · · · + xn−1
= 1 +

1

1 + 1
xn + 1

xn−1 + · · · + 1
x

을이용하자. a > b > 0 이므로 (9)에의하여 a−k < b−k (1 ≤ k ≤ n) 이므로

1

a
+

1

a2
+ · · · +

1

an
<

1

b
+

1

b2
+ · · · +

1

bn

이므로 A > B 이다.
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Example 3.3.4. 모든실수 x 에대하여, x6 + 2 ≥ x4 + 2x 가성립함을보여라.

Proof. 문제의부등식은 x = 1 일때등호가성립한다.

f(x) = x6 − x4 − 2x + 2 = x4(x2 − 1) − 2(x − 1) = (x − 1)(x5 + x4 − 2) 에서 Q(x) = x5 + x4 − 2 라면
x > 1 일때 Q(x) ≥ 0 이고, x < 1 일때, Q(x) ≤ 0 임을보이는것으로충분하다.

x > 1 =⇒ x5 > 1, x4 > 1 =⇒ x5 + x4 > 2,

−1 < x < 1 =⇒ x5 < 1, x4 < 1 =⇒ x5 + x4 < 2,

x ≤ −1 =⇒ x4 > 0, 1 + x ≤ 0 =⇒ Q(x) = x4(1 + x)− 2 ≤ −2.

따라서문제의부등식이증명이되었다.

Example 3.3.5. a, b, c ∈ R+ 이고, c > a+ b 라할때, 다음부등식을증명하여라.

a3 + b3 + c3 > 2(a+ b)2c.

Proof. f(c) = c3 + 3abc − 2(a + b)2c + a3 + b3 이라 두고, x > a + b 인 모든 x 에 대하여 f(x) > 0 임을
보이자.

f(a+ b) = (a+ b)3 + 3ab(a+ b)− 2(a+ b)3 + a3 + b3 = 0

이므로 f(x) 는 (x− a− b) 로나누어떨어진다. 따라서

f(x) = (x− a− b)
{
x2 + (a+ b)x− a2 + ab− b2

}
.

여기서 x > a+ b 이면 x2 + (a+ b)x− a2 + ab− b2 ≥ (a+ b)2 + (a+ b)2 − a2 + ab− b2 = a2 +5ab+ b2 > 0

이므로 x > a+ b 일때, f(x) > 0 이다.

Example 3.3.6. n ∈ N, a ∈ R+, a ̸= 1 일때, 다음부등식을증명하여라.

n(a2n+1 + 1) > a+ a2 + · · · + a2n.

Proof. LHS 는 a2n+1 + 1 을 n 개더한것에주목하자. RHS 는 2n 개를더한것이므로 RHS 를 n 개의합
으로나타내면

RHS = (a+ a2n) + (a2 + a2n−1) + · · · + (an + an+1).

이중 k 번째항을 rk 라면, rk = ak + a2n+1−k 이다. 따라서 k = 1, 2, · · · , n 에대하여

(a2n+1 + 1)− rk = (a2n+1 + 1− (ak + a2n+1−k) = (a2n−k+1 − 1)(ak − 1) > 0.

12



비가역변환

Example 3.3.7. 0 < a < 1 일때, 다음부등식을증명하여라.

(1 + a)1−a · (1− a)1+a < 1.

Proof. b =
1− a

1 + a
라면,

(1 + a)1−a · (1− a)1+a = (1 + a)(1− a)ba = (1− a2)ba < ba.

이다. 여기서 0 < 1− a2 < 1, 0 < b < 1 이므로 (9)로부터 ba < 1.

Example 3.3.8. 임의의 a, b, c ∈ R+ 에대하여, 다음부등식을증명하여라.

(
aa · bb · cc

)2 ≥ ab+c · bc+a · ca+b.

Proof. 임의의 a, b ∈ R+ 에대하여 aa · bb ≥ ab · ba 즉, aa−b ≥ ba−b 임은 a > b, a = b, a < b 인경우로
나누어생각하면 (8)로부터쉽게알수있다. 따라서

aa · bb ≥ ab · ba, bb · cc ≥ bc · cb, cc · aa ≥ ca · ac

에서세부등식을모두곱하면문제의부등식을얻을수있다.

13
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3.4 Exercises

Exercise 3.4.1. a, b, c ∈ R+ 일때, 다음을증명하여라.

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
>

3

a+ b+ c

Exercise 3.4.2. x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ x10 일때, 다음을증명하여라.

x1 + x2 + · · · + x6

6
<

x1 + x2 + · · · + x10

10

Exercise 3.4.3. a, b ∈ R+ 일때, 다음을증명하여라.

(1 + a)(1 + b)

2 + a+ b
<

1 + a+ b

2

Exercise 3.4.4. a, b c 가삼각형의세변의길이라면,
√
a,

√
b,

√
c 와 1

a+ b
,

1

b+ c
,

1

c+ a
도삼각형의세

변의길이가됨을보여라.

Exercise 3.4.5. 모든실수에대하여, x6 − x5 + x2 − x+ 1 > 0 임을보여라.

Exercise 3.4.6. a ∈ R+, n ∈ N, n ≥ 2 일때, 다음을증명하여라.

1 + a+ a2 + · · · + an
a+ a2 + a3 + · · · + an−1

≥ n+ 1

n− 1

Exercise 3.4.7. k, m ∈ N 일때, 다음을증명하여라.

(
m+

3

2

)(
m+

7

2

)
· · ·

(
m+

4k − 1

2

)
>

√
(m+ 2k)!

m!

Exercise 3.4.8. a, b c ∈ R+ 일때, 다음을증명하여라.

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a)

Exercise 3.4.9. a ∈ R+, n ∈ N 일때, 다음을증명하여라.

(1 + na)n+1 > {1 + (n+ 1)a}n

14



Exercises

Exercise 3.4.10. 3111 과 1714 중어느숫자가더큰가?

Exercise 3.4.11. 23
100 과 32

150 중어느숫자가더큰가?

Exercise 3.4.12. a, b, c ∈ R+ 일때, 다음세개의부등식중적어도하나는거짓임을보여라.

a+ b < c+ d, (a+ b)(c+ d) < ab+ cd, (a+ b)cd < ab(c+ d)

Exercise 3.4.13. a, b, c, p, q, r ∈ R+ 이고, s ≥ a+ b+ c 일때,다음세수 α, β, γ 가삼각형의세변이될
수있음을보여라.

α =
p+ q + a+ b

p+ q + s
, β =

q + r + b+ c

q + r + s
, γ =

r + q + c+ a

r + q + s

15
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3.5 추정방법

수학에서는종종복잡한표현으로나타난수식 Q 의어떤값을추정할필요가생기는데, 이럴 때이것을더

단순한표현으로바꾼식 L 과 U 을이용할수있다. 즉, L ≤ Q ≤ U 와같이바꾸어서 L 과 U 의최대또는
최소값을계산함으로써 Q 가취하는값의범위를추정할수있다. 다음의 7개의예제문제를풀기위하여몇
가지간단한방법을설명한다.

Example 3.5.1. a, b, c, d ∈ R+ 일때,

1 <
a

a+ b+ d
+

b

a+ c+ d
+

c

a+ b+ d
+

d

a+ b+ c
< 2

을증명하여라.

Solution. 0 < R < 4 임은명백하지만, 좀더세분화된범위를구하면다음과같다.

R >
a

a+ b+ c+ d
+

b

a+ b+ c+ d
+

c

a+ b+ c+ d
+

d

a+ b+ c+ d
= 1,

R <
a

a+ b
+

b

a+ b
+

c

c+ d
+

d

c+ d
= 2

이므로 1 < R < 2 이다.

Example 3.5.2. n > 1 일때,.

√
n < 1 +

1√
n
+

1√
2
+ · · · +

1√
n
< n

이성립함을보여라.

Solution. S(n) > n ·
(

1√
n

)
=

√
n 이고, S(n) < n · 1 = n 이므로

√
n < S(n) < n 이다.

Example 3.5.3. n > 1 일때,
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
· · · +

1

2n
<

3

4
.

이성립함을보여라.

Proof. n 이홀수 (odd),짝수 (even)의구별을피하기위하여양변에 2 를곱하면다음과같이식을변형할수

있다.

LRH =

(
1

n+ 1
+

1

2n− 1

)
+

(
1

n+ 2
+

1

2n− 2

)
+

(
1

n+ 3
+

1

2n− 3

)
+ · · · +

(
1

2n− 1
+

1

n+ 1

)
=

n−1∑
k=1

(
1

n+ k
+

1

2n− k

)
<

3

2
− 1

n

16



추정방법

1 ≤ k ≤ n− 1 에대하여,

1

n+ k
+

1

2n− k
=

3n

2n2 + k(n− k)
<

3n

2n2
=

3

2n

이므로
n−1∑
k=1

(
1

n+ k
+

1

2n− k

)
< (n− 1) · 3

2n
=

3n− 3

2n
<

3n− 2

2n
=

3

2
− 1

n
.

Example 3.5.4. n, k ∈ N 일때, 다음부등식을증명하여라.

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · · +

1

(n+ k)!
≤ 1

n

{
1

n!
− 1

(n+ k)!

}

Proof. 1 ≤ j ≤ k 에대하여,

n

(n+ j)!
≤ n+ j − 1

(n+ j)!
=

1

(n+ j − 1)!
− 1

(n+ j)!

이므로 k = 1, 2, · · · , n 을대입하여모두더하면문제의부등식을얻는다.

Example 3.5.5. n ≥ 2 에대하여,

1

2
√
n
<

1

2
· 3
4
· 5
6

· · · 2n− 1

2n
<

1

2
√
2n+ 1

임을보여라.

Proof. 1

2
<

2

3
이므로일반화하면 k ≥ 1 에대하여 2k − 1

2k
<

2k

2k + 1
이므로

Q(n) =
1

2
· 3
4
· 5
6

· · · 2n− 1

2n
<

2

3
· 4
5
· 6
7

· · · 2n

2n+ 1
=

1

(2n+ 1)Q(n)

따라서, (2n+ 1)Q2(n) < 1 이므로 Q(n) <
1√

2n+ 1
이성립한다.

또한 3

4
<

2

3
이므로일반화하면 k ≥ 2 에대하여 2k − 1

2k
>

2k − 2

2k − 1
이므로

2Q(n) =
3

4
· 5
6
· 7
8

· · · 2n− 1

2n
>

2

3
· 4
5
· 6
7

· · · 2n− 2

2n− 1
=

1

2nQ(n)

에서 4nQ2(n) > 1 이므로 Q(n) >
1

2
√
n
이성립한다.

17
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3.6 Exercises

Exercise 3.6.1. n > 2 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

(n− 1)
√
2 <

√
2 +

√
3 + · · ·

√
n < (n− 1)

√
n.

Exercise 3.6.2. n > 2 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

(n!)2 > nn.

Exercise 3.6.3. n > 2 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

(1)
n2∑

k=n+1

1

k
>

n∑
k=2

1

k

(2)
n2−1∑
k=n

1

k
<

n−1∑
k=1

1

k
.

Exercise 3.6.4. n ≥ 2 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

1

2 · 5
+

1

3 · 7
+

1

4 · 9
+ · · · +

1

n(2n+ 1)
<

3

8
− 1

2n
.

Exercise 3.6.5. n ≥ 2 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

1

23
+

1

33
+

1

43
+ · · · +

1

n3
<

1

4
− 1

2(n2 + n)
.

Exercise 3.6.6. n ≥ 2 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

1

2 · 3
+

1

3 · 5
+

1

4 · 7
+ · · · +

1

n(2n− 1)
<

1

2
− 4n− 1

2(4n2 − 1)
.

Exercise 3.6.7. n ≥ 1 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

n(2n+ 1) ≤ 1 · 3
1

+
3 · 5
2

+
5 · 7
3

+ · · · +
(2n− 1)(2n+ 1)

n
< 2n(n+ 1).

Exercise 3.6.8. n ≥ 1 인정수에대하여다음부등식을증명하여라.

3

5
· 7
9
· 11
13

+ · · · 4n− 1

4n+ 1
<

√
3

4n+ 3
.

18



대칭식과동차식

3.7 대칭식과동차식

우리는 중요한 2개의 부등식에 대한 2개의 중요한 성질을 공부하고자 한다. 그리고 이 성질은 다음 절에서

사용될것이다.

다음세부등식을보자.

a+ b+ c > abc,
a

b
+

b

c
+

c

a
> 1, a+ 2b+ c >

ac

b

위 부등식 중 첫번째와 두번째는 a, b, c 의 순̇서̇를̇ 바̇꾸̇어̇도̇ 원̇래̇ 부̇등̇식̇과̇ 같̇게̇ 된̇다̇. 이러한 식을 변수

a, b, c 에대한대칭식(Symmetric)이라고한다.그리고세번째부등식은세변수 a, b, c 에대해서는대칭이
아니지만, a, c 의두변수에대해서는대칭이다.
변수 x1, x2, · · · , xn 에대한대칭식이주어진경우에는변수 x1, x2, · · · , xn 을 임̇의̇로̇ 적̇절̇한̇ 순̇서̇를̇

고̇려̇해̇도̇ 무̇방̇하다.예를들면 x1 ≥ x2,≥ · · · ,≥ xn아라고가정해도된다.이가정이대칭식의문제를푸는
시발점이된다는것을기억하도록하자.

Example 3.7.1. a, b, c ∈ R+ 일때, 다음부등식을증명하여라.

(a+ b+ c)100 < 3100
(
a100 + b100 + c100

)
Proof. 문제의부등식이 a, b, c 에대한대칭이므로 a ≥ b ≥ c 라가정하면 a+ b+ c ≤ a+a+a = 3a 이므로

(a+ b+ c)100 ≤ (3a)100 = 3100a100 < 3100
(
a100 + b100 + c100

)
.

이제다음과같은부등식을생각해보자.

a8 + b8 + c8 ≥
(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
a3b3c3

위부등식의 a, b, c 대신에 ta, tb, tc (t ∈ R+ 을대입하면

LHS′ = (ta)8 + (tb)8 + (tc)8 = t8 · LHS

RHS′ =

(
1

ta
+

1

tb
+

1

tc

)
(ta)3(tb)3(tc)3 = t8 ·RHS.

이므로 LHS ≥ RHS 인부등식은 LHS′ ≥ RHS′ 인것과 동̇치̇가된다. 이것을일반화시켜보면 t ∈ R+ 에

대하여
Q(x1, x2, · · · xn) = Q(tx1, tx2, · · · txn) = trQ(x1, x2, · · · xn) (r ∈ R)

19



제 3장 V M  P  T I

일때, Q(x1, x2, · · · xn) 을변수 x1, x2, · · · xn 에대하여동차식(Homogeneous)이라한다.
변수 x1, x2, · · · xn 에대한동차식이주어진경우이를테면, xn 대신에 txn, (t ∈ R+) 을입력해도같은

식이되므로변수의값을단순화(normalization)시킬수가있다는것이가장큰특징이다.다시말하면 xn = 1

로둘수도있고, x1 + x2 + · · · + xn = 1 로두고문제를해석할수도있다. 다음의예제를보자.

Example 3.7.2. 0 < r < s 이고, a, b ∈ R+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

(as + bs)
1
s < (ar + br)

1
r .

Proof. 이부등식이 a, b 에대한동̇차̇식̇이므로 ar + br = 1 로두자.만일 0 < ar < 1 이라면 s

r
> 1 이므로 (9)

에의하여 as < (ar)s/r < ar 이다. 같은방법으로 bs < br 이므로 as + bs < ar + br = 1즉, (as + bs)1/s < 1

이다.2)

Example 1.9.2와비슷한동차식으로 Jensen inequality을예로들수있다.

n ≥ 2 인양의정수 a1, a2, · · · , an 에대하여

(
n∑

k=1

ak
s

)1/s

<

(
n∑

k=1

ak
r

)1/r

(0 < r < s)

이항상성립한다.3)

이 Jensen inequality으로부터다음의흥미로운부등식이유도가된다.

n ≥ 2 이고, p, a1, a2, · · · , an ∈ R+, p ̸= 1 일때,

p > 1일때, (a1 + a2 + · · · , an)p > a1
p + a2

p + · · · + an
p,

0 < p < 1일때, (a1 + a2 + · · · , an)p < a1
p + a2

p + · · · + an
p.

2)여기서 ar + br = 1 로둔것을기억하자.
3)이부등식은나중에증명할기회가있을것이다.
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Exercises

3.8 Exercises

Exercise 3.8.1. a, b, , c ∈ R+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

a(a− b)(a− c) + b(b− c)(b− a) + c(c− a)(c− b) ≥ 0

Exercise 3.8.2. a, b, , c ∈ R+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

(a− b)2(a+ b− c) + (b− c)2(−a+ b+ c) + (c− a)2(a− b+ c) ≥ 0

Exercise 3.8.3. Exercise*.*.*을이용하여다음의부등식을증명하여라.

a4 + b4 + c4 + abc(a+ b+ c) ≥ 2(a2b2 + b2c2 + c2a2)

Exercise 3.8.4. a, b ∈ R+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

a+ b

2
−
√
ab ≥ (a− b)2(a+ 3b)(3a+ b)

8(a+ b)(a2 + 6ab+ b2

(Hint : b = 1, t > 0에대하여a = t2 으로두자.)
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3.9 대수공식의이용

우리는An−Bn 와 (A+B)n 에대한공식을이용하므로서부등식문제를해결하는방법을공부하고자한다.

(여기서사용되는 n, k 는모두자연수N 이다.)

아래의 3가지의예제는다음의공식을이용한다. 자연수 n ≥ 2 에대하여

An −Bn = (A−B)(An−1 +An−2B +An−3B2 + · · · ABn−2 +Bn−1 (3.1)

Example 3.9.1. a, b ∈ R+, a ̸= b 일때, 다음부등식을증명하여라.

an+1 + nbn+1 > (n+ 1)abn.

Proof.

LHS −RHS = a(an − bn)− nbn(a− b)

= a(a− b)(an−1 + an−2b+ · + abn−2 + bn−1)− nbn(a− b)

= (a− b)(an + an−1b+ · + a2bn−2 + abn−1 − nbn).

여기서, k = 1, 2, · · · , n 에대하여, a > b 이면 akbn−k > bn 이고, a < b 이면 akbn−k < bn 이므로

LHS −RHS > 0즉, LHS > RHS 이다.

Example 3.9.2. a, b, c ∈ R+ 라하자. n ≥ 1 에대하여 an, bn, cn4)을세변으로하는삼각형 Tn 이존재할

때, 모든 Tn 은합동임을보여라.

Proof. a ≥ b ≥ c > 0 이라하자.WLOG5), Tn 의세변에대하여 cn > an − bn 이므로

cn > an − bn = (a− n)(an−1 + an−2b+ · + abn−2 + bn−1.

여기서 a ≥ c, b ≥ c 에서 an−1−kbk ≥ cn−1−kck = cn−1, (0 ≤ k ≤ n − 1) 이므로 cn > (a − b)ncn−1 즉,
c > (a − b)n 이다. 그런데 a ≥ b 에 대하여 이 부등식이 모̇든̇ n ≥ 1에̇ 대̇하̇여̇ 성̇립̇해야 하므로 a = b 를

만족해야한다.6)

4)이것을삼각부등식 (Triangle Inequality)이라고하고, 뒤에서배우게될것이다.
5) Without Loss Of Generality

6)만일 a > b 라면 n >
a− b

n
인경우에모순이되기때문이다.
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대수공식의이용

Example 3.9.3. a > b > 0 일때, 다음부등식을증명하여라.

n+ 1

n
a >

an+1 − bn+1

an − bn
>

n+ 1

n
a.

Proof.

an+1 − bn+1

an − bn
=

(a− b)(an + an−1b+ · · · abn−1 + bn)

(a− b)(an−1 + an−2b+ · · · + abn−2 + bn−1)

=
an + an−1b+ · · · + abn−1 + bn

an−1 + an−2b+ · · · + abn−2 + bn−1

= a+
bn

D
= b+

an

D
.

(
D = an−1 + an−2b+ · · · + abn−2 + bn−1

)
여기서 (

n+ 1

n
a

)
= a+

a

n
,

(
n+ 1

n
b

)
= b+

b

n

이므로 a

n
>

bn

D
,

b

n
<

an

D
,즉 aD > nbn, bD < nan 임을보이는것으로충분하다. a > b 이므로

aD = an + an−1b+ · · · + a2bn−2 + abn−1 > bn + bn + · · · + bn = nbn

이고, 같은방법으로 bD < nan 을쉽게유도할수있다.
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3.10 Exercises

Exercise 3.10.1. 0 < a < 1 이고, n > 1 인자연수일때, 다음부등식을증명하여라.

1− an

n
>

1− an+1

n+ 1
.

Exercise 3.10.2. a > b > 0, c > 0 이고, n ≥ 2 인자연수일때, 다음부등식을증명하여라.

n
√
an + c− n

√
bn + c < a− b.

Exercise 3.10.3. a > 1 일때, 다음부등식을증명하여라.

1

a1 − a−1
>

2

a2 − a−2
>

3

a3 − a−3
> · · ·

Exercise 3.10.4. a, b >
√
2 일때, 다음부등식을증명하여라.

a4 − a3b+ a2b2 − ab3 + b4 > a2 + b2.

Exercise 3.10.5. a, b ∈ R+ 가 a3 + b3 = a− b 을만족하면, a2 + b2 < 1 임을보여라.

Exercise 3.10.6. a, b, c ∈ R+ 일때, 다음부등식을증명하여라.

a3

a2 + ab+ b2
+

b3

b2 + bc+ c2
+

c3

c2 + ca+ a2
≥ a+ b+ c

3
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다음의공식도부등식문제를푸는데매우유용하다.
A > B ≥ 0 이고, n ≥ 2, n ∈ N 일때

n(A−B)Bn−1 < An −Bn < n(A−B)An−1. (3.2)

이공식은식 (1)로부터쉽게유도가되므로증명은생략한다. 따라서

nBn−1 < An−1 +An−2B + · · · +ABn−2 +Bn−1 < nAn−1. (3.3)

이성립한다.

Example 3.10.1. 0 < a < 1 이고, n ≥ 2 일때, 다음부등식을증명하여라.

n+ (1 + a)n < na+ 2n

Proof. 식 (2)에서 A = 2, B = a+ 1 이라두면, 1 < 1 + a < 2 이므로

2n − (1 + a)n > n(1− a)(1 + a)n−1 > n(1− a) · 1n−1

로써문제의부등식이증명이되었다.

Example 3.10.2. k ≥ 0, n, k ∈ N 일때, 다음부등식을증명하여라.

1k + 2k + 3k + · · · + nk >
1

k + 1
· nk+1

Proof. 식 (2)에서A = j, B = j−1로두고, n = k+1 이라면 j ≥ 1에대하여 jk+1− (j−1)k+1 < (k+1)jk

이다. j = 1, , 2, · · · , n 을대입하여모두더하면

nk+1 = (1k+1 − 0k+1)(2k+1 − 1k+1) + · · · +
{
nk+1 − (n− 1)k+1

}
= (k + 1)(1k + 2k + · · · + nk)

Example 3.10.3. Bernoulli inequality을증명하여라. 즉,

(1 + x)n ≥ 1 + nx (x ≥ −1, n ≥ 2)

Proof. x > 0 인경우에는식 (2)에서 A = 1+ x, B = 1 로, −1 ≤ x < 0 인경우에는식 (2)에서 A = 1, B =

1 + x 로두면쉽게증명이된다.
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3.11 Exercises

Example 3.11.1. a > 1, n ≥ 2 일때, 2(a+ 1)n + n2n > (na+ 2)2n 이성립함을보여라.

Example 3.11.2. 0 < a < 1, n ≥ 2 일때, n+ (1 + a)n < na2 + 2n 이성립함을보여라.

Example 3.11.3. 0 < a < 1, n ≥ 2 일때, (1− a)n + (2n− 1)an ≥ nan−1 이성립함을보여라.

Example 3.11.4. 실수 ai 에대한산술평균 A1, A2, · · · , AN 을다음과같이정의하자.

An =
a1 + a2 + · · · + aN

n
(1 ≤ n ≤ N).

0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ aN 이라면 n = 2, 3, · · · , N 에대하여 a1 = a2 = · · · = an 인경우를제외할때,
(An)

n > an(An−1)
n − 1 이성립함을보여라.

Example 3.11.5. 실수 a, b ∈ R+ 일때, n ≥ 2 에대하여다음부등식이성립함을보여라.

an + (n− 1)b ≥ na · n
√
bn−1.

Example 3.11.6. 음이아닌실수 d1, d2, · · · , dk 중가장큰수를D 라하자. n ≥ 2 에대하여다음부등식이
성립함을보여라.

d1
n + d2

n + · · · + dk
n

k
≤
(
d1 + d2 + · · · + dk

k

)n

+ αn ·Dn
(
αn = (n− 1)n

n
1−n
)
.
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등비수열의합을사용

3.12 등비수열의합을사용

식 (1)에서 A = 1, B = q(̸= 1) 라면

1 + q + q2 + · · · qn−1 =
1− qn

1− q
<

1

1− q
(3.4)

을얻을수있는데, 이식도부등식문제를해결하는데매우유용하게사용된다.

Example 3.12.1. 다음부등식을증명하여라.

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · · +

1

(n+ k)!
<

n+ 2

n+ 1
· 1

(n+ 1)!
.

Proof.

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · · +

1

(n+ k)!
≤ 1

(n+ 1)!

{
1 +

1

(n+ 2)
+

1

(n+ 2)2
+ · · · +

1

(n+ 2)k−1

}
<

1

(n+ 1)!
· 1

1− 1
n+2

=
n+ 2

n+ 1
· 1

(n+ 1)!
.
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3.13 Exercises

Exercise 3.13.1. n ∈ N 일때, 다음부등식을증명하여라.

1

(n+ 2)!
+

1

(n+ 4)!
+ · · · +

1

(n+ 2k)!

n2 + 6n+ 9

n2 + 6n+ 8
· 1

(n+ 2)!

Exercise 3.13.2. n ∈ N 일때, 다음부등식을증명하여라.

1

3 · 1!
+

1 · 3
32 · 2!

+
1 · 3 · 5
33 · 3!

+ · · · +
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

3n · n!
< 1

Exercise 3.13.3. n ∈ N 이고, a1, a2, · · · , an ∈ R+ 일때, 다음부등식을증명하여라.

(a1 + a2 + · · · + an)(
k
√
2− 1) <

k
√

2a1k + 22a2k + · · · + 2nank
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(A+B)n 의전개식의이용

3.14 (A + B)n 의전개식의이용

A, B 에대한이항정리는다음과같다.

(A+B)n = An +

(
n

1

)
An−1B +

(
n

2

)
An−2B2 + · · · +

(
n

n− 1

)
Bn (3.5)

여기서 A, B ∈ R+, n ≥ 2 일때, 식 (1.6)으로부터

(A+B)n > An +Bn

을얻을수있다. 이정리는 n ≥ 2 의지수꼴이포함된다양한부등식을푸는데강력한도구이다.

Example 3.14.1. x, y, z ∈ R 에대하여, xyz > 0, x + y + z > 0 이면 n ≥ 2 에대하여 xn + yn + zn > 0

임을보여라.

Proof. xyz > 0 이므로, 세수모두양수이거나, 하나는음수두개는양수이어야한다.

x = a, y = −b, z = −c (a, b, c ∈ R+ 라두자. x+ y + z = a− b− c > 0 이므로 a > b+ c 이다.따라서식
(1.6)으로부터 an > (b+ c)n > bn + cn 이성립한다.여기서 n 에홀수이면 xn + yn + zn = an − bn − cn > 0

이고, n 이짝수일때는 xn + yn + zn = an + bn + cn > 0 이명백하다.

Example 3.14.2. a ∈ R 일때, 다음부등식이성립하면보여라.

(1 + na)n+1 > {1 + (n+ 1)a}n

Proof. (1st) 식 (1.6)을적용하면 ak (0 ≤ k ≤ n) 의계수가같아야하므로

(
n+ 1

k

)
nk ≥

(
n

k

)
(n+ 1)k

을보이는것으로충분하다. k = 0, 1 일때는이부등식이성립하는것은쉽게알수있다.
k > 1일때,이부등식을정리하면 (n+1)k−nk ≤ k(n+1)k−1 인데,이것은식 (1.3)으로부터성립함을

알수있다.

(2nd) 다른방법으로는식 (1.3)에서 A = 1 + (n+ 1)a, B = 1 + na 로두면

{1 + (n+ 1)a}n − (1 + na)nna {1 + (n+ 1)a}n−1

= {1 + (n+ 1)a}n − (1 + a) {1 + (n+ 1)a}n−1

이므로 (1 + na)n > (1 + a) {1 + (n+ 1)a}n−1 이다. 양변에 1 + na 를곱하면

(1 + na)n+1 >
{
1 + (n+ 1)a+ na2

}
{1 + (n+ 1)a}n−1

> {1 + (n+ 1)a}n 7)

7)특히, 이부등식에서 a = 1 인경우에 2 >
2
√
3 >

3
√
4 > · · · > n

√
n+ 1 · · · 이성립한다는것을알수있다.
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.

Example 3.14.3. n ≥ 3 일때, 다음부등식을증명하여라.

(2n+ 1)n > (2n)n + (2n− 1)n.

Proof.

(2n+ 1)n − (2n− 1)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
(2n)n−k −

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k(2n)n−k

= 2

{(
n

1

)
(2n)n−1 +

(
n

3

)
(2n)n−3 +

(
n

5

)
(2n)n−5 + · · ·

}
> 2

(
n

1

)
(2n)n−1 = (2n)n.
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3.15 Exercises

Exercise 3.15.1. n ≥ 2 에 대하여, 양의 정수 a, b, c 가 an + bn = cn 을 만족하면 a, b, c 는 삼각형의 세
변의길이가됨을보여라.

Exercise 3.15.2. 0 < a < 1 이고 n ≥ 3 일때다음부등식이성립함을보여라.

(1 + a)n + 2an−1 > 1 + an−1(2n + a).
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3.16 제곱을이용하는방법

x ∈ R and x ̸= 0 일때, 부등식 x2 > 0 은많은다른부등식들중그 간̇단̇성̇과 동시에많은수학분야에서의

응̇용̇성̇ 때문에단연눈에띄는부등식이다.
이것을이용하여 LHS ≥ RHS 와같은부등식을

LHS −RHS = Q1
2 +Q2

2 + · · · +Qn
2

또는
LHS −RHS = s1Q1

2 + s2Q2
2 + · · · + snQn

2

(여기서 s1, s2, · · · , sn 은음이아닌식)

와같은식Q1, Q2, · · · , Qn 들을찾아서문제의부등식을증명하는것이다.다음의예제들은이러한표현을
찾는방법을제시하고있는데, 기본적으로우리가잘아는동치변형을이용한다.

x, y ∈ R 이고, x ̸= y 일때, x2 + y2 ≥ 2xy 인부등식은 (x− y)2 ≥ 0 로부터쉽게유도가된다.
이것을일반화해보자.

Example 3.16.1. p ∈ R 일때, 모̇든̇ 실̇수̇ x, y 에대하여부등식 x2 + y2 ≥ pxy 이성립하기위한 p 의값의
범위를구하여라.

Solution.

LHS −RHS = x2 + y2 − pxy =
(
x− py

2

)2
+

1

4
(4− p2)y2.

에서 x =
py

2
, y ̸= 0 이라면 4− p2 ≥ 0 이어야하므로구하는 p 의범위는 −2 ≤ p ≤ .2

Example 3.16.2. a, b ∈ R+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

a

b2
+

b

a2
≥ 1

a
+

1

b
.

Proof. 양변에 a2b2 을곱하면
a3 + b3 ≥ ab(a+ b) 이므로 (a+ b)(a2 − an+ b2) ≥ ab(a+ b) 에서 (a+ b)(a− b)2 ≥ 0.

Example 3.16.3. 임의의 a1, a2, · · · an ∈ R+ 에 대하여, n ≥ 2 일 때 다음 부등식이 성립하기 위한 n 의
범위를구하여라.

a1
2 + a2

2 + · · · + an
2 ≥ (a1 + a2 + · · · + an−1)an

Solution.

LHS −RHS =
(
a1 −

an
2

)2
+
(
a2 −

an
2

)2
+
(
an−1 −

an
2

)2
+

(
1− n− 1

4

)
an

2

32



제곱을이용하는방법

이므로 1− n− 1

4
≥ 0즉, n ≤ 5 이어야한다.

따라서문제의부등식이성립하기위한 n 의범위는 2 ≤ n ≤ 5.8)

Example 3.16.4. 임의의실수 x, y 에대하여다음부등식이성립함을보여라.

x2 − 2xy + 6y2 − 12x+ 2y + 41 ≥ 0

Proof. x 에대한식으로정리하면

x2 − 2xy − 12x = (x− y − 6)2 − (y + 6)2

이므로

LHS = (x− y − 6)2 + 5y2 − 10y + 5 = (x− y − 6)2 + 5(y − 1)2 ≥ 0.

Example 3.16.5. 어떤실수 x, y 에대하여 x3 + y3 = 2 이면그 x, y 에대하여 x+ y ≤ 2 가항상성립함을

보여라.

Proof. 특수해를구해보면 x = y = 1 일때, 문제의부등식이성립한다.
일반적인풀이를위하여 x = 1 + u, y = 1 + v 라두고 u+ v ≤ 0 을유도해보자.
(1 + u)3 + (1 + v)3 = 2 로부터

2 = (1 + u)3 + (1 + v)3 = 2 + 3(u+ v) + 3(u2 + v2) + u3 + v3

이므로
(u+ v)(u2 − uv + v2 + 3) = −3(u2 + v2) ≤ 0

이되어 u+ v ≤ 0 임이쉽게유도가된다.

Example 3.16.6. 실수 A, B, C 에대하여 A2 +B2 + C2 ≥ AB +BC + CA 은잘알려진부등식이다.
이부등식을이용하여다음을증명하여라.

x4 + y4 + z4 ≥ xyz(x+ y + z) (x, y, z ∈ R)

8) aj = 1 (1 ≤ j ≤ n− 1) 이고, an = 1 인경우를생각하는것으로충분하다.
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Proof. A = x2, B = y2, C = z2 이라면, x4 + y4 + z4 ≥ z2y2 + y2z2 + z2x2 이고 다시 A = xy, B =

yz, C = zx 라면

x2y2 + y2z2 + z2x2 ≥ xy2z + yz2x+ zx2 + y = xyz(x+ y + z).

Example 3.16.7. 양의실수 a, b, c 에대하여다음부등식이성립함을증명하여라.

a+ b+ c ≤ bc

a
+

ca

b
+

ab

c

Proof.

A =

√
bc

a
, B =

√
ca

b
, C =

√
ab

c

로두면쉽게증명이된다.

Example 3.16.8. 양의실수 a, b, c 가 a2 + b2 + c2 = 1 을만족할때, 다음식의최솟값을구하여라.

V =
bc

a
+

ca

b
+

ab

c

Proof.

V 2 =
a2b2

c2
+

b2c2

a2
+

c2a2

b2
+ 2

(
ab

c
· bc
a

+
ab

c
· ca
b

+
bc

a
· ca
b

)
=

a2b2

c2
+

b2c2

a2
+

c2a2

b2
+ 2(a2 + b2 + c2)

=
a2b2

c2
+

b2c2

a2
+

c2a2

b2
+ 2

이므로

(
ab

c

)2

+

(
bc

a

)2

+
(ca
b

)2
≥ ab

c
· bc
a

+
ab

c
· ca
b

+
bc

a
· ca
b

= a+b+c2 = 1

이므로 V 2 ≥ 3 이다. 따라서 V ≥
√
3 이다.9)

9)등호는 a = b = c =

√
3

3
일때성립한다.
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3.17 Exercises

Exercise 3.17.1. (1) ˜ (28)에서 a, b, c ∈ R+ 이고, x, y ∈ R 일 때, 각 부등식이 성립함을 보이고, 등호가
성립할조건을구하여라.

(1) 2xyz ≤ x2 + y2z2.

(2) (x2 − y2)2 ≥ 4xy(x− y)2.

(3) x4 + y4 ≥ x3y + xy3.

(4) a√
b
+

b√
a
≥

√
a+

√
b.

(5) x2

1 + x4
≥ 1

2
.

(6) x2(1 + y4) + y2(1 + x4) ≤ (1 + x4)(1 + y4).

(7) x2 + 4y2 + 3z2 + 14 > 2x+ 12y + 6z.

(8) x2 + 2y2 + 2xy + y + 1 > 0.

(9) 2 + x2(1 + y2) ≥ 2x(1 + y).

(10) x4 + y4 + z2 + 1 ≥ 2x(xy2 − x+ z + 1).

(11)
√

a2 + b2 ≥ a+ b− (2−
√
2)
√
ab.

(12) 2x2 + 4y2 + z2 ≥ 4xy + 2xz.

(13) 2(x4 + y4)− 12xy + 10 > 0.

(14) 2( 4
√
a+

4
√
b+ 4

√
c ≤ 3 +

√
a+

√
b+

√
c.

(15) a(1 + b) + b(1 + c) + c(1 + a) ≥ 6
√
abc.

(16) 2(a2 + b2) + a+ b ≥ 2(ab+ a
√
b+ b

√
a).
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(17) a4 + 2a3b+ 2ab3 + b4 ≥ 6a2b2.

(18) 4x2y2 + (z + x+ y)(z + x− y)(z − x+ y)(z − x− y) ≥ 0.

(19) x4 − x23x+ 4 > 0.

(20) a4 + a3 − 8a2 + 4a+ 4 > 0.

(21) x2

4
+ y2 + z2 ≥ xy − xz + 2yz.

(22) a+ b+ c ≥ 2(
√
ac+

√
bc−

√
ab).

(23) abc = 1, a3 > 36이면 a2

3
+ b2 + c2 > ab+ bc+ ca.

(24) (1 + x+ y)2 ≥ 3(x+ y + xy).

(25) ab+ bc+ ca ≥
√
3abc(a+ b+ c).

(26) a8 + b8 + c8

a3b3c3
≥ 1

a
+

1

b
+

1

c
.

(27) x2 + y2 + z2 = 1이면 xy + yz + zx ≥ −1

2
.

(28) 4x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) + y2z2 ≥ 0.

Exercise 3.17.2. p, q, r, x, y, z ∈ R 에대하여, pz − 2qy + rx = 0, pr − q2 > 0 이면 xz − y2 < 0 임을
증명하여라.

Exercise 3.17.3. a, b, c, d ∈ R, d > 0이고 c2+a2d < 4bd일때, 4차다항식 F (x) = x4+ax3+bx2+cx+d

는실수해를갖지않음을보여라.

Exercise 3.17.4. 임의의양수 a, b, c 에대하여 p ∈ R0+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

ap+2 + bp+2 + cp+2 ≥ apbc+ abpc+ abcp
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Exercise 3.17.5. a, b, c ∈ R+ 에대하여다음두수 A, B 중어느것이더큰지결정하여라.

A = 3 + (a+ b+ c) +

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
+

(
a

b
+

b

c
+

c

a

)
,

B =
3(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)

abc+ 1

Exercise 3.17.6. 모든실수 x, y, z 에대하여다음부등식을만족하는실수 p 의최댓값을구하여라.

x4 + y4 + z4 + xyz(x+ y + z) ≥ p(xy + yz + zx)2

Exercise 3.17.7. p ∈
{
1,

4

3
,
6

5

}
와모든실수 x1, x2, · · · , xn 에대하여

x1
2 + x2

2 + · · · + xn
2 ≥ p(x1x2 + x2x3 + · · · + xn−1xn)

을만족하는 2이상의자연수 n 의값을구하여라.
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3.18 A + B 의최솟값구하기

x2 + y2 ≥ 2xy 에서 x =
√
A, y =

√
B 을대입하면

A+B ≥ 2
√
AB (단, A, B ∈ R0+) (3.6)

을얻을수있다. (이때, 등호는 A = B 일때성립한다.)

이부등식은 A+B 의최솟값을구하는데매우유용하다. 다음의예제들을통해연구해보자.

Example 3.18.1. a, b, c ∈ R+ 일때, ab+ c

b
≥ 2

√
(ab)

(c
b

)
= 2

√
ac.

Example 3.18.2. a, b ∈ R+ 일때,

2a+ 5b > ab(12− 2a− 5b)

이성립함을보여라.

Proof. 2a+ 5b > ab(12− 2a− 5b) 을정리하면 (2a+ 5b)(1 + ab) > 12ab 이다. 여기서
2a+ 5b ≥ 2

√
10ab, 1 + ab ≥ 2

√
ab 이므로두식을곱하면 (2a+ 5b)(1 + ab) ≥ 4

√
10ab인데,

√
10 >

√
9 = 3 이므로 4

√
10ab > 12ab 이다. 그러므로 (2a+ 5b)(1 + ab) ≥ 4

√
10ab > 12ab.

Example 3.18.3. a, b, c, d ∈ R0+ 일때,

a+ b+ c+ d ≥ 4
4
√
abcd

이성립함을보여라.

Proof. a+ b ≥ 2
√
ab, cd ≥ 2

√
cd 이므로 a+ b+ c+ d ≥ 2(

√
ab+

√
cd) ≥ 2

√
4
√
ab
√
cd = 4

4
√
abcd.

Example 3.18.4. a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R0+ 에대하여 a1c1 ≥ b1
2, a2c2 ≥ b2

2 일때,

(a1 + a2)(c1 + c2) ≥ (b1 + b2)
2

이성립함을보여라.

Proof. (a1+ a2)(c1+ c2) ≥ (b1+ b2)
2 ⇐⇒ (a1c1− b1

2)+ (a2c2− b2
2)+ (a1c2+ a2c1− 2b1b2) ≥ 0이므로

증명해야할부등식은 a1c2 + a2c1 − 2b1b2 ≥ 0 이다.

a1c2 + a2c1 ≥ 2
√
a1c2a2c1 = 2

√
a1c1 ·

√
a2c2 ≥ 2b1b2.
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Example 3.18.5. a, b ∈ R+ 에대하여 ab ≤ 1 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

(
1 +

1

a

)(
1 +

1

b

)
≥ 4

Proof. (
1 +

1

a

)(
1 +

1

b

)
≥ 2√

a
· 2√

b
=

4√
ab

≥ 4.

Example 3.18.6. a, b, c ∈ R+ 에대하여, 다음부등식이성립함을보여라.

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 8abc

Proof. a+ b ≥ 2
√
ab, b+ c ≥ 2

√
bc, c+ a ≥ 2

√
ca 이므로세부등식을모두곱하면

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 8
√
a2b2c2 = 8abc.

Example 3.18.7. 실수 x1, x2, · · · , xn 이 x1x2 · · · xk ≥ 1 (k = 1, 2, · · · , n) 을만족할때, 다음부등식이
성립함을보여라.

1

1 + x1
+

1

(1 + x1)(1 + x2)
+ · · · +

1

(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn)
< 2.

Proof. k = 1, 2, · · · , n 에대하여 xk > 0 이므로 1 + xk ≥ 2
√
xk 을적용하면

k

(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xk)
≤ k

2k
√
x1x2 · · ·xk

≤ k

2k

따라서
LHS ≤ 1

2
+

2

22
+ · · · +

n

2n
= 2− n+ 2

2n
< 2.
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3.19 Exercises

Exercise 3.19.1. (1) ˜ (8)번까지 a, b, c, d ∈ R+ 일때,다음부등식들이성립함을보여라. (1) a2b+1

b
≥ 2a.

(2) 6a+ b(c+ 2)(2c+ 3) > 6(c+ 2)
√
ab.

(3) a4 + a3b− 4a2b+ ab+ b2 ≥ 0.

(4) (a+ 1)(b+ 1)(a+ c)(b+ c) ≥ 16abc.

(5)
√
(a+ b)(c+ d) +

√
(a+ c)(b+ d) +

√
(a+ d)(b+ c) ≥ 6

4
√
abcd.

(6) 1

ab
+

1

cd
≥ 8

(a+ b)(c+ d)
.

(7) (
√
a+

√
b)2 ≥ 2

√
2(a+ b)

√
ab.

(8) 2(a+ b)2 + (a+ b) ≥ 4(a
√
b+ b

√
a).

Exercise 3.19.2. a1, a2, · · · , an ∈ R+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

(
n

2

) n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

1

aiaj
≥ 4

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

1

ai + aj

2

.
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3.20 A · B 의최댓값구하기

x2 + y2 ≥ 2xy 에서 x =
√
A, y =

√
B 을대입하면

AB ≤
(
A+B

2

)2

(단, A, B ∈ R0+) (3.7)

을얻을수있다. (이때, 등호는 A = B 일때성립한다.)
이부등식은 AB 의최댓값을구하는데매우유용하다. 다음의예제들을통해연구해보자.

Example 3.20.1. a, b ∈ R+ 에대하여 a+ b = 1 일때,
(
1 +

1

a

)(
1 +

1

b

)
≥ 9 임이성립함을증명하여라.

Proof. (
1 +

1

a

)(
1 +

1

b

)
= 1 +

a+ b+ 1

ab
= 1 +

2

ab
≥ 1 +

2
1
4

≥ 9.

Example 3.20.2. 0 < b < a 일때, a+
1

ab− b2
≥ 3 이성립함을보여라.

Proof. 식 (1.8)로부터 (a− b)b ≤
(
(a− b) + b

2

)2

=
a2

4
이므로 a+

1

ab− b2
≥ a+

4

a2
이성립한다.

따라서 a +
4

a2
≥ 3 임을보이는것으로충분하다. a +

4

a2
≥ 3 ⇐⇒ (a + 1)(a − 2)2 ≥ 0 이므로문제의

부등식은성립한다. 그리고, 등호는 a− b = b 이고, a− 2 = 0즉, a = 2, b = 1 일때성립한다.

Example 3.20.3. a > 4 일때, 4
√
a(
√
a− 2)(1 + 2

√
a) ≤ (a+ 1)2 이성립함을보여라.

Proof.
√
a(
√
a− 2)(1 + 2

√
a) ≤

(
(a− 2

√
a) + (1 + 2

√
a)

2

)2

=
(a+ 1)2

4

등호는 a− 2
√
a = 1 + 2

√
a 일때즉, a = 9 + 4

√
5 일때, 성립한다.

Example 3.20.4. a, b, c, c ∈ R+ 일때, 다음부등식이성립함을보여라.

a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
≥ 2.

Proof.

LHS =
a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
=

(
a

b+ c
+

c

d+ a

)
+

(
b

c+ d
+

d

a+ b

)
=

a2 + c2 + ad+ bc

(b+ c)(d+ a)
+

b2 + d2 + ab+ cd

(c+ d)(a+ b)
≥ 4(a2 + b2 + c2 + d2 + ad+ bc+ ab+ cd)

(a+ b+ c+ d)2

= 2 · (a+ b+ c+ d)2 + (a− c)2 + (b− d)2

(a+ b+ c+ d)2
≥ 2.
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3.21 Exercises

Exercise 3.21.1. 임의의 a, b, c, d ∈ R+ 에대하여다음부등식이성립함을증명하여라.

(1) (1 + a+ b)2 ≥ (1 + 2a)(1 + 2b).

(2) a <
√
b < a+ 1 일때,

√
b ≤ a+

b− a2

2a+ 1
+

1

4(2a+ 1)
.

(3) ab = 1 일때, 22
√
a3 + b3 + 1 ≤ a(a+ 1) + b(b+ 1).

(4) ab

a+ b
+

bc

b+ c
+

ca

c+ a
≤ a+ b+ c

2
.

(5) a+ b+ c+ d

4
≥ 3

√
abc+ abd+ acd+ bcd

4
.

Exercise 3.21.2. n ≥ 2 에 대하여 x1, x2, · · · , xn ∈ R+ 이고 xn+1 = x1 일 때, 다음 부등식을 만족하는
pn ∈ R+ 의최댓값을구하여라.

(
n∑

k=1

xk

)2

·

(
n∑

k=1

xkxk+1

)
≥ pn ·

n∑
k=1

xk
2xk+1

2.

Exercise 3.21.3. n ≥ 4에대하여음이아닌실수 a1, a2, · · · , an 의합이 1일때,다음부등식을증명하여라.

a1a2 + a2a3 + · · · + an−1an + ana1 ≤ 1

4
.
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3.22 A + A−1 의최솟값구하기

x2 + y2 ≥ 2xy 에서 x =
√
A, B =

1√
A
을대입하면

A+
1

A
≥ 2 (A ∈ R+) (3.8)

을얻을수있다. (이때, 등호는 A = 1 일때성립한다.)

이부등식도많은문제를푸는데매우유용하게사용되는데, 대부분의문제들이식 (1.9)와같은형태로주어
지지 않으므로 우리는 적절한 식의 변형을 통하여 식 (1.9)와 같은 형태로 만들어야 한다. 다음의 예제들을
보자.

Example 3.22.1. 임의의 a, b, c ∈ R+ 에대하여, 다음부등식이성립함을보여라.

ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a) ≥ 6abc.

Proof. 문제의부등식을 abc 로나누면다음과같이쉽게증명된다.

(
a

b
+

b

a

)
︸ ︷︷ ︸

≥2

+
(a
c
+

c

a

)
︸ ︷︷ ︸

≥2

+

(
b

c
+

c

b

)
︸ ︷︷ ︸

≥2

≥ 6.

Example 3.22.2. 임의의 a, b, c, d ∈ R+ 에대하여, 다음부등식이성립함을보여라.

(a2 + a+ 1)(b2 + b+ 1)(c2 + c+ 1)(d2 + d+ 1) ≥ 81abcd.

Proof. 문제의부등식을 abcd 로나누면다음과같이쉽게증명된다.

(
a+ 1 +

1

a

)
︸ ︷︷ ︸

≥3

(
b+ 1 +

1

b

)
︸ ︷︷ ︸

≥3

(
c+ 1 +

1

c

)
︸ ︷︷ ︸

≥3

(
d+ 1 +

1

b

)
︸ ︷︷ ︸

≥3

≥ 81.

Example 3.22.3. a ∈ R+ 에대하여,
√
a(a+ 1) + a(a− 4) + 1 ≥ 0 임을보여라.

Proof. 문제의부등식을 a 로나누면

(√
a+

1√
a

)
︸ ︷︷ ︸

≥2

+ a+
1

a︸ ︷︷ ︸
≥2

≥ 4.
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Example 3.22.4. 임의의 a, b, c ∈ R+ 에대하여, 다음부등식이성립함을보여라.

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Proof. p = b+ c, q = c+ a, r = a+ b 라두면 a =
−p+ q + r

2
, b =

p− q + r

2
, c =

p+ q − r

2
이므로

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
=

1

2


(
p

q
+

q

p

)
︸ ︷︷ ︸

≥2

+

(
q

r
+

r

q

)
︸ ︷︷ ︸

≥2

+

(
r

p
+

p

r

)
︸ ︷︷ ︸

≥2

−3


≥ 1

2
(6− 3)

=
3

2
.

45



제 3장 V M  P  T I

3.23 Exercises

Exercise 3.23.1. a, b, c, d ∈ R+ 에대하여다음이부등식을증명하여라.

(1) a2 + 3√
a2 + 2

> 2.

(2) 2a2 + 1√
4a2 + 1

> 1.

(3) (ab+ cd)

(
1

ac
+

1

bd

)
≥ 4.

(4) 4ab(3− a)− 4a(1 + b2) ≤ b.

(5) a2 + b+
√
a+

√
ab(a

√
b− 4

√
b) ≥ 0.
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코시부등식과판별식

다음과같은 2차식을생각하자.

f(x) = ax2 + bx+ c (a, b, c ∈ R, a ̸= 0)

이식을완전제곱식으로고치면

f(x) = a

(
x+

b

2a

)2

− D

4a2
, (D = b2 − 4ac)

이다.여기서D 을 2차식 f(x) 의판별식(discriminant)이라하고,이것으로방정식 f(x) = 0 의실근의개수

를판별할수가있다.

4.1 이차식의값

Theorem 4.1.1. F (x) = ax2 + bx+ c, (a > 0)1) 에대하여 x0 = − b

2a
라할때,

(1) 모든 x ∈ R 에대하여 f(x) ≥ f(x0) 이므로 y = f(x) 의최솟값은 f(x0) = − D

4a2
이다.

(2) 모든 x ∈ R 에대하여, f(x) > 0 인것과 D < 0 인것은 서̇로̇ 동̇치̇이다.

(3) D = 0 이면모든 x ∈ R 에대하여, f(x) ≥ 0 이고, x = x0 일때만, f(x) = 0 이다.

(4) D > 0 이면 f(x) = 0 은서로다른두실근 x1, x2 (x1 > x2) 을가진다. 이 때, 부등식 f(x) > 0 의

해집합은 {x | x < x2, x > x1} 이고, 부등식 f(x) < 0 의해집합은 {x | x2 < x < x1} 이다.

1) a < 0 경우에는여러분들의몫으로남겨두지만, 반드시확인해보길바란다.
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Example 4.1.1. 양수 a, b, c 가 삼각형의 세 변의 길이가 될 조건과 다음의 부등식은 필요충분조건2)임을
보여라.

(a2 + b2 + c2)2 > 2(a4 + b4 + c4)

Proof. 문제의부등식을정리하면다음과같다.

(a2 + b2 + c2)2 > 2(a4 + b4 + c4) ⇐⇒ a4 − 2(b2 + c2)a2 + (b2 − c2)2 < 0

⇐⇒ (a2 − (b− c)2)(a2 − (b+ c)2) < 0

⇐⇒ (b− c)2 < a2 < (b+ c)2

⇐⇒ | b− c |< a < b+ c.

Example 4.1.2. x1, x2, · · · , xn 이주어진실수라할때, S = (x− x1)
2 + (x− x2)

2 + · · · + (x− xn)
2 이

최소가되는 x (∈ R) 의값을구하여라.

Solution. 문제의식을정리하면

S = nx2 − 2(x1 + x2 + · · ·+ xn)x+ x1
2 + x2

2 + · · ·+ xn
2

이므로
x = −−2(x1 + x2 + · · ·+ xn

2n
=

x1 + x2 + · · ·+ xn

n

에서최소를가진다.3)

Example 4.1.3. x, y, z ∈ R 이라하자. (x− y)2, (y− z)2, (z−x)2 중가장작은값은 (x2+ y2+ z2)/2 보다
크거나같음을보여라.

Example 4.1.4.

Exercise 4.1.1.

Exercise 4.1.2.

Exercise 4.1.3.

2)필요충분조건 (Necessary and Sufficient Condition ; N.S.C.)을다른말로 동̇치̇라고한다.
3) x = (x1 + x2 + · · ·+ xn)/n 은 x1, x2, · · · , xn 의 (산술)평균임을기억하자.
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Exercise 4.1.4.

Exercise 4.1.5.

Exercise 4.1.6.
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